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, Résumé: On introduit le Laplacien A^^c d'un graphe G localement fini pondéré à la 

fois sur les sommets et sur les arêtes, ainsi que la notion d'opérateur de Schrôdinger 
Ai^a + W . Pour les graphes à poids constants sur les sommets, on étend un résultat 
de Wojciechowski pour le Laplacien et un résultat de Dodziuk pour les opérateurs de 
1^ I Schrôdinger concernant le caractère essentiellement auto-adjoint. 

Le résultat principal de ce travail établit que pour les graphes pondérés à valence bornée 
Q> . et métriquement complets, le Laplacien A^^^c ^st essentiellement auto-adjoint, et il en 

I va de même pour V opérateur Ai^a + W pourvu que la forme quadratique associée soit 

' minorée. La preuve fait appel à la construction d'une fonction harmonique strictement 

positive qui permet d'écrire l'opérateur de Schrôdinger Ai^a + W comme un Laplacien 
à poids A(^_c à transformation unitaire près. 



^ : 1 Introduction 



Cet article est le premier d'une série de 3 articles (les deux autres sont 
|C-To-Tr^ et |C-To-Tr^ ) qui sont consacrés à la théorie spectrale des opérateurs 
de type Laplacien et Schrôdinger sur les graphes infinis. Nous étendons au cas 
des graphes infinis un certain nombre de résultats classiques sur les Laplaciens et 
opérateurs de Schrôdinger sur les variétés Riemanniennes non compactes. 
Un des résultats principaux de cet article, le théorème 16. 2[ est que le Laplacien 
d'un graphe pondéré à valence bornée métriquement complet est essentiellement 
auto-adjoint. Le théorème 1.3.1 de |Wo] et le théorème 3.1 de [Jô] en sont des cas 
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particuliers. La notion de complétude utilisée pour les graphes est relative à une 
distance fabriquée à l'aide des poids sur les sommets et sur les arêtes. 

Dans le 2ème article, nous nous intéresserons au cas des graphes métriquement 
non complets et donnerons des conditions de croissance du potentiel assurant 
qu'un opérateur de Schrodinger est essentiellement auto-adjoint. Et le Sème ar- 
ticle traite le cas avec champ magnétique. 

La recherche de conditions pour qu'un opérateur de Schrodinger soit essen- 
tiellement auto-adjoint est un problème classique de la physique mathématique. 
Beaucoup de travaux sont consacrés à l'opérateur de Schrodinger dans M" ; se- 
lon |B-M-S] . le premier article sur ce sujet est celui de Weyl |Wey| et les hvres 
|RS] contiennent les résultats classiques. Plus tard Gaffney a prouvé dans [Gai] et 
(voir aussi |Ch] . [5t] ) que le Laplacien d'une variété Riemannienne complète 
est essentiellement auto-adjoint . Et dans [01], (voir aussi [Sh], |Shu] ) . il est 
prouvé qu'un opérateur de Schrodinger sur une variété Riemannienne complète 
est essentiellement auto-adjoint dès que le potentiel vérifie une condition de mi- 
noration. 

Plusieurs définitions de Laplaciens sur les graphes, analogues à celle du La- 
placien de Beltrami des variétés Riemanniennes, ont été proposées telles que les 
Laplaciens de graphes quantiques (voir |E-Ke-Ku-S-T] . |Ku] . |Ca] ) et les Lapla- 
ciens combinatoires (voir |Col] . |Wo] . |Go-Sch] . po] ). ou Laplaciens physiques (voir 
jWeb] l 

Dans ce travail, un type différent de Laplacien, noté ^ui,c , est introduit pour 
un graphe localement fini pondéré par un poids u sur les sommets et une conduc- 
tance c sur les arêtes. Il généralise aussi bien le "Laplacien combinatoire" dans 
|Wo] (qui n'est autre que Ai i) que le "graph Laplacian" dans [Jô] (qui est Ai c) . 
Cette notion a été déjà introduite dans le cas des graphes finis |Toj . |Col] . 

On donne dans la section [2] certaines propriétés immédiates du Laplacien A(^ ^ 
et on montre qu'il est unitairement équivalent par une transformation diagonale 
à un opérateur de Schrodinger de la forme Ai „ + W. 

Dans la section [31 en s'inspirant de la méthode de |Woj . on démontre que, 
si le poids u est constant, l'opérateur Aa;,c est essentiellement auto-adjoint . La 
méthode utilisée permet aussi de prouver que si on lui ajoute un potentiel W 
minoré il reste essentiellement auto-adjoint . 

La section H] est une partie consacrée à la construction d'une fonction $ 
strictement positive et harmonique pour un opérateur de Schrodinger positif. 
Cette construction fait appel à l'inégalité de Harnak locale, à la résolution d'un 
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problème de Dirichlet et au principe du minimum pour les graphes. Une telle 
fonction $ est utilisée dans la section [5] pour montrer le résultat important que 
tout opérateur de S chrd diriger positif est unitairement équivalent à un Laplacien. 



On considère, dans la section [6l le cas des graphes à valence bornée. Pour 
un opérateur de Schrodinger donné Ai ^ + W , on introduit une distance ôa sur 
le graphe, et on montre que si le graphe est complet pour cette distance et si la 
forme quadratique associée à cet opérateur est bornée inférieurement, l'opérateur 
de Schrodinger Ai^a + W est essentiellement auto-adjoint . Ce résultat n'est pas 
un cas particulier de celui du théorème 13. 2[ on étudie un contre-exemple pour 
cela. On déduit aussi, dans cette section, un résultat analogue pour le Laplacien 

c 5 il s'agit du résultat principal de cet article qui est une généralisation du 
théorème de Gaffney des graphes métriquement complets. 

2 Préliminaires 

Soit G un graphe connexe, infini et localement fini. Nous désignons par V 
l'ensemble de ses sommets et par E celui de ses arêtes. Pour deux sommets x 
et y de V , nous notons x ~ y s'ils sont reliés par une arête qui sera désignée 
par {x, y} E E . Lorsque dans certains calculs, le graphe G est supposé orienté, 
nous notons [x, y] l'arête d'origine x et d'extrémité y , et nous désignons par E 
l'ensemble des arêtes orientées. Il est à signaler qu'aucun résultat ne dépend de 
l'orientation. 

L'ensemble des fonctions sur V est noté par 



G{V) = {f: V 



R} 



et celui des fonctions à support fini par Cq (V^). Soit u 
poids sur les sommets, considérons l'ensemble 



V 



R*_ une fonction 




L'espace 



(y) muni du produit scalaire donné par : 



=^^lf{x) -dix) 



est un espace de Hilbert isomorphe à 
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par la transformation unitaire 



■■ Il {V) 



définie par 



oof. 



Remarque 2.1 Si le poids u est constant égal à uq > (c'est à dire que : pour 
tout xE V, on a Ux = ujo) , alors 



pour tout f ell {V) et pour tout sommet x de V . 

Remarque 2.2 Voici quelques propriétés simples de ces Laplaciens dont cer- 
taines sont inspirées de ÏCol^ et ÏDod^ : 

1. L'opérateur A^^^c esi symétrique sur l"^ {V) avec domaine Co{V) ; la forme 
quadratique associée est 



est positive. 

2. L'opérateur A^^c s'annule pour les fonctions constantes, dès que le poids u 
appartient à P (V) . 

3. Le graphe G étant localement fini, cet opérateur est bien défini sur Co{V) , 
car les sommes qui interviennent sont finies. 

4. C'est un opérateur local, au sens que (A^^^f) i^) ne dépend que des valeurs 
de f aux sommets voisins de x. On peut ainsi considérer le Laplacien A^_c 
comme un opérateur différentiel sur le graphe G . 

5. Cet opérateur est elliptique, puisque pour chaque arête {x,y} de G , le 
coefficient C{x^y] n'est pas nul. 

6. La fonction c ne dépend pas de l'orientation de l'arête, et on a : C{x,y} = 
C{y,x} , pour tous sommets x et y . 



C (V) = (y) 




{x,y}£E 
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Pour se ramener au même espace de fonctions (V) , nous utilisons la trans- 
formation unitaire . Et plus précisément, la proposition 12. affirme que A^ c 
est unitairement équivalent à un opérateur de Schrodinger du graphe G dont 
ci-dessous la définition . 

Définition 2.2 Un opérateur de Schrodinger du graphe G est un opérateur de 
la forme Ai ^ + W opérant sur P {V) , où W est une fonction réelle sur V et a 
est une fonction strictement positive sur E . 

Proposition 2.1 Si 

A = f/^A^,,^ji , 

alors A est un opérateur de Schrodinger de G et on a plus précisément 

A = Al,, + W 

où a est la fonction strictement positive sur E donnée par : 

C{x,y} 



'^{x,y} 



UJxUJy 



et le potentiel W : V — y M est donné par : 



Preuve. - 



Pour g ^ Cq (y), calculons (^A^ij (x) . 

(Â^) (x) = Ux (A^^cU^-^g) (x) 

1 f 9{x) g (y) 

77 



{x,y} 
{x,y}(^E ^ 

{x,y}eE'^-^y ^^{x,y}eE ^'^^ "^'^ ^ 

= (Ai,,(7) (x) + Wix)g (x) . 

oii Al a désigne le Laplacien sur G pondéré par la fonction constante 
u = 1 sur V et par la fonction strictement positive a sur E donnée 
par : 

^{x,y} = , , , , 
et oii le potentiel W : V — y M est défini par : 

W{X) = -^ Y, C{x,y}(-^--^) =--^{Ai,ai^){x) . 
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□ 



Remarque 2.3 Dans le lemme Wl\ il est possible d'obtenir la fonction W stric- 
tement négative alors que le Laplacien est positif : on prend par exemple le graphe 
G avec V = N* et?i~n + l pour tout n G N*, et on suppose que G est pondéré 

1 2 

par le poids Un = — sur les sommets et par la conductance csnn+i} = (n + 1) 
n i ' j 

sur les arêtes ; alors W (n) = —n (2n + 1) < . 

3 Extension des résultats de Wojciechowski et 
Dodziuk 

Nos deux premiers théorèmes sont des extensions des résultats de R.K. Wojcie- 
chowski et J. Dodziuk concernant la propriété d'être essentiellement auto-adjoint. 
Rappelons d'abord cette définition. 

Définition 3.1 Un opérateur linéaire symétrique non borné dans un espace de 
Hilbert est dit essentiellement auto-adjoint s'il possède une unique extension auto- 
adjointe. 

On écrira ESA (essentially self-adjoint) , comme abréviation. 

Pour démontrer cette propriété ESA, le critère 13.11 , extrait du théorème X.26 

dans |RS] , est très pratique. 

Critère 3.1 L'opérateur symétrique défini positif A : Go{V) — > l'^{V) est 
essentiellement auto-adjoint si et seulement si Ker (A* -|- 1) = {0} . 

De la définition de l'adjoint A* d'un opérateur A : Cq (V) — > {V) , nous 
pouvons déduire que : 



Nous allons alors montrer, en utilisant une idée dans la preuve du théorème 1.3.1 
[Woj , le résultat suivant. 

Théorème 3.1 Si le poids u est constant sur V alors pour toute conductance 
c sur E, le Laplacien A^^^ , o,vec comme domaine Gq {V) , est essentiellement 
auto-adjoint. 



Dom{A'') = {feP{V) ; Af e (V)} . 



Preuve. 
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Soit uq un réel strictement positif, et u = uq sur V. On considère g 
une fonction sur V vérifiant : A^^ c5' + â' = 0. 
Supposons qu'il existe xo dans V tel que g (xq) > 0. 
L'égalité 

Aa;o,c^ (a;o) + 9 (xo) = 

entraine ^ 

— y] c{^o,2/} (f (3^0) - ^ (2/)) + g (xo) = . 

Donc il existe au moins un sommet xi pour lequel g (xq) < g (xi) , 
puisque uq > et C{x,y} > pour tout {x, y} E E . On réitère ensuite 
avec Xi , et on construit ainsi une suite strictement croissante de réels 
strictement positifs {g . Ce qui entraine que la fonction g n'est 

pas dans P {V) . Un même raisonnement est utilisé en supposant 
g (xo) < . 

□ 

Remarque 3.1 Le théorème 1.3.1 dans \Wo^ est un cas particulier du théorème 

On peut, avec un raisonnement analogue, démontrer le théorème suivant. 

Théorème 3.2 Si W : V — > M est un potentiel minoré et si uq est un poids 
constant sur V, alors pour toute conductance c : E — y M_|_, l'opérateur de 
Schrôdinger A^^^^ + W, avec pour domaine C^iV), est essentiellement auto- 
adjoint . 

Preuve.- 

Soit K un réel minorant le potentiel W . On procède comme dans la 
preuve du théorème 13. 11 . en considérant une fonction g sur V vérifiant : 
Aljo,c9' + Wg + nig = , avec k + ki > 1 . 

□ 

Remarque 3.2 J. Dodziuk affirme par le théorème 1.2 dans ÏDod^ que A + W 

est essentiellement auto-adjoint si l'opérateur A est symétrique positif borné sur 
1^{V) et si W est minoré. 

Dans le théorème VJ.'Â , l'opérateur A est noté Ai c et nous pouvons conclure 
que ce théorème est plus général que celui de Dodziuk, puisque Ai ^ + W est 
essentiellement auto-adjoint si W est minoré, même si l'opérateur A = Ai^a 
n'est pas borné sur P{V) , en prenant par exemple le graphe localement fini à 
valence non bornée et a = 1 . 
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4 Construction d'une fonction harmonique sur 
les sommets 



Nous allons construire une fonction $ strictement positive et harmonique sur 
les sommets qui sera utile dans la section |5] . 

Théorème 4.1 Soit P un opérateur de Schrôdinger sur P {V) tel que pour tout 
f E Cq (y) \ {0} , {Pf, f)p > . Alors il existe une fonction $ strictement 
positive et P— harmonique sur V . 

La preuve du théorème 14.11 s'appuie sur le lemme 14.11 qui donne l'inégalité 
de Harnack locale pour les graphes. Nous présentons d'abord les définitions sui- 
vantes : 

Définition 4.1 Un sous-graphe G' de G est un graphe dont l'ensemble des som- 
mets est inclus dans V et celui des arêtes est un sous-ensemble de E . 

Définition 4.2 Pour un sous-graphe K de G , on définit : 

o 

- l'intérieur de K qu'on note K 

o 

K = {x E K; y X ^ y E K} 

- le bord de K qu'on note dK 

dK = K \ k = {x e K ■,3y e V \ K,y x} 

- K est connexe si et seulement si pour tous x et y de K il existe des sommets 
Xi,X2, ■■■,Xn , tels que 

Xi G -K", X\ X, X^i y, {■J^ii ^ E 

pour tout 1 < i < n — 1 . 

Lemme 4.1 Soit P un opérateur de Schrôdinger sur P {V) . Pour tout sous- 
graphe fini K d'intérieur connexe fini, il existe une constante k > telle que, 
pour toute fonction Lp : V — > M strictement positive sur les sommets de K et 

o 

vérifiant [Pip ) \ K = Q ^ on a : 

k <p{y) 

o 

pour tous x,y E K . 
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La résolution du problème de Dirichlet fournie par le lemme I^l2] suivant, est 
aussi utile pour la preuve du théorème 14.11 . 



Lemme 4.2 Soient P un opérateur de Schrodinger du graphe G tel que pour 
tout / G Co (V^) \ {0} on ait {Pf, /)p > . Alors pour tout sous-graphe K de 
G d'intérieur connexe fini et pour toute fonction u : dK — y M , il existe une 
fonction unique f sur K vérifiant les deux conditions suivantes : 

(i) {Pf)\k^o. 

(il) f \dK = u . 

De plus, si u est positive et non identiquement nulle, alors f est strictement 

o 

positive dans K . 

Afin de prouver la stricte positivité dans le lemme 14.21 , nous allons utiliser le 
"principe du minimum" pour les graphes, donné par le lemme 14.31 [Dod] . 

Lemme 4.3 Soit P = Ai^a + W un opérateur de Schrodinger sur le graphe 
G , avec W > , et soit K un sous-graphe fini de G d'intérieur connexe. On 
suppose que f est tel que {Pf, f)p > à l'intérieur de K et qu'il existe un sommet 
intérieur xq tel que f (xq) soit minimum et négatif. Alors f est constante sur K . 

Preuve du lemme \4^ 

- Pour l'unicité, on suppose l'existence de deux fonctions f et g k 
supports finis dans K vérifiant les deux conditions du théorème, 
alors il s'ensuit que P {f — g) = k l'intérieur de K , et que 
{f — g) \ dK = . Ce qui entraine que {P {f — g) , f — g)i2 = . 
On en déduit, par l'hypothèse faite sur P que (/ — g) est iden- 
tiquement nulle, d'oii l'unicité. 

- L'unicité implique l'existence car l'espace des fonctions sur K 
est de dimension finie. 

- Pour la stricte positivité, on prend u positive et non identique- 
ment nulle et on raisonne par l'absurde pour montrer que / est 
strictement positive à l'intérieur de K . On suppose qu'il existe 

o 

un sommet dans K dont l'image par / est négative. On considère 

o 

alors un sommet Xq réalisant le minimum de / sur K qui est fini 

o 

et connexe. On a ainsi / (xq) < et Pf nulle sur K . Et d'après 
le lemme 14.11 , l'application / est constante négative sur K . Ce 
qui est impossible, vu que / \ dK = u et qu'on a supposé u > 
et non identiquement nulle. D'oii / est strictement positive sur 
K . 
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□ 

La preuve de l'inégalité de Harnak est inspirée des démonstrations du lemme 
1.6 et du corollaire 2.3 dans |Dod] , en remarquant que la constante k qu'on 
trouve ne dépend pas de la fonction tp . 
Preuve du lemme \4^ 



On considère un sous-graphe K fini d'intérieur connexe, et une fonc- 
tion if : V — y M strictement positive sur les sommets de K et 

o o 

P— harmonique sur K . Soient x et y deux sommets de K . 

(i) On suppose d'abord que {x, y} est une arête. 
Comme {Pf) (x) = , c'est à dire que 

alors 

^ a{^.,4 \ (^{x) + W (x) (x) = a{^^^}if (z) . 

On obtient, par la positivité de y? et des ai^x,z] , l'inégalité sui- 
vante : 



V9(x) ^ a{^.,y}V9(2/) 



On note : a = min \^a{r,s}] r, s G i^, r ~ s} et 

A = ^ a{r,s} • 

Comme K est fini, ona:a >Oetyl <oo. D'oii en notant : 

max (0, maxii- ly) + y4 

^0 = ) 

a 

on a : /cq > , et on obtient : 

1 < ^M. < ko . 

(ii) Maintenant si les sommets x et y ne sont pas reliés par une 

o 

arête, par la connexité de K , il existe un chemin de sommets 

o 

consécutifs : Xi = x, X2, X3,...,Xrf = y reliant x k y dans K . On 
obtient alors : 

l<^M^<^o, pourl<^<d-l, 
ko ^p{Xi+i) 
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et par suite, en prenant k = , on obtient 

k ip{y) 



Preuve du théorème 4-l\ 



On suppose que {Pf, /) > pour toute fonction f E Cq (V) \ {0} . 
Soit Xo un sommet fixé de V, pris comme "origine" . On considère pour 
n > 1, le sous-graphe Gn issu de G, dont l'ensemble des sommets est 
la boule de centre xq et de rayon n , qu'on notera Bn , 

Bn = {x E V;d {xq, x) < n} 

où d (x, y) est la distance combinatoire entre deux sommets x et y de 
V , qui est le nombre d'arêtes du plus court chemin d'arêtes reliant x à 
y . La boule Bn est connexe et on applique le lemme IT2] . en la prenant 
pour K , et en choisissant pour fonction u la fonction constante égale 
à 1 sur dBn ■ 

On va procéder en trois étapes : 

- 1ère étape : Il existe une fonction ipn ^ Cq (V) vérifiant Pipn = 

, et telle que ipn > à l'intérieur de Bn et constante égale à 

1 sur dBn ■ On considère alors la fonction G Cq (V) définie 
par : 

Elle vérifie les quatre conditions suivantes : 
î. $„ (xo) = 1 . 

a. P$„ = à l'intérieur de Bn ■ 

iii. $„ \ dBn = - — 7 — r constante strictement positive. 

iv. $„ > sur Bn ■ 

- 2ème étape : Soit x un sommet de y , on fixe ïiq tel que x soit à 
l'intérieur de Bn^ ■ Alors pour tout ri > no , on a : Bn^ Ç . De 
plus $„ est strictement positive sur Bno et est F— harmonique 
à l'intérieur de Bna ■ Donc d'après le lemme 14.11 , il existe une 
constante kno > tel que l'on ait : 

1 $n (x) 

kno - «î-n (xo) - ■ 

Et comme (xq) = 1 , on obtient : 
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< $n (2;) < fcno 

"-no 

Il s'ensuit que l'ensemble {x)}n>no est inclus dans le segment 
. "0 

Sème étape : On considère dans MY le sous-ensemble 



i. 



Comme la suite est une suite du compact C , elle admet 

une sous-suite convergente {^h{n)) ^^^^ pour la topologie de MX 
vers une fonction $ qui vérifie en particulier les deux conditions 
suivantes : 



u 

h. ' '*'"o 



i. $ est strictement positive sur V , puisque $ (x) G 
pour tout sommet a; de y . 

ii. P$ = sur V , puisque lim P^h(n) (x) = P$ (x) , pour 



tout X de y 



n— >oo 



□ 



La fonction $ fournie par le théorème 14.11 sert à la construction de la trans- 
formation unitaire dans le théorème 15.11 . 



5 Tout opérateur de Schrôdinger positif est uni- 
tairement équivalent à un Laplacien 

On va montrer qu'un opérateur de Schrôdinger, sous une condition de positi- 
vité, est unitairement équivalent à un Laplacien A^^ c • 

Théorème 5.1 Soit P un opérateur de Schrôdinger d'un graphe G . On suppose 
que {Pf,f)i2 > pour toute fonction f G Co{V) \ {0} . Alors il existe une 
fonction poids u : V — )■ R\ sur V et une fonction conductance c : E — y 
sur E telles que l'opérateur P soit unitairement équivalent au Laplacien A^^^c sur 
le graphe G . 

Pour la preuve du théorème 15. H on utilise une fonction $ qui est à la fois 
strictement positive et P— harmonique, fournie par le théorème 14.11 
Preuve du théorème \5.1\ 
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Considérons P = Ai ^ + VF un opérateur de Schrodinger sur G 

vérifiant les hypothèses du théorème. Par le théorème 14.11 , il existe 

une fonction $ strictement positive et P— harmonique sur V. Alors 
A$ 

on obtient : W = — . 

$ 

On pose cj = $ et pour tout g ^ P {V) , on pose / = • 
On va montrer que {Pg,g)i2 = (A^^^/, /)/2 



{Pg, g),, = {A{f<t>) + Wf<t>, 

= (A(/$)-/A$,/<î>),. 



5^ (y) $(?/)) 

/ (x) $ (x) ^ (y) [/ (x) - f (y)] 



yr^x 



xev 
En posant 

il résulte que : 

D'où 



y^x 



C{x,y} = a{^,y}^ (x) $ (y) 



avec [/ : — )■ définie par U (g) 

Ainsi P est unitairement équivalent au Laplacien A^^c, avec oj = $ et 
c donné par q^^yj = a{^,y}$(x)<î>(î/) . 



□ 



6 Cas des graphes métriquement complets 

Nous adaptons des graphes la méthode de G. et I. Nenciu [Nen] utilisant 

une estimation d'Agmon donnée dans le lemme technique suivant utile pour la 
preuve du théorème 16.11 . 
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Lemme 6.1 Soient H = Ai^a + W un opérateur de Schrôdinger sur G, A un 
nombre réel et v & C {V) . 

On suppose que v est une solution de l'équation : [H — A) (v) = . Alors pour 
tout f E Cq (v) , on a : 

{fv,{H-\)ifv)),.= Yl a{^,y}^{x)v{y)[f{x)-f{y)f 

{x,y}eE 

Preuve. - 

On suppose que : (i^ — A) (v) = , c'est à dire qu'on a pour tout 

a{x,y} {v (x) - V (y)) + W {x)v (x) = Xv (x) 

y^x 

Calculons S = {fv, {H — A) (/f ));2 

5 = ^/(x)t;(x) [{H-X) {M (x) 

xev 

= / (x) V (x) W (x) / (x) V (x) — A/ (x) V (x) 

+ YY1 ^i^'y} [-^ ^^'> v{x)- f (y) ^ (y)] ■ 

xGV y~x 

Or par l'hypothèse faite sur , on a : 

A/ (x) v{x)-W (x) / (x) v{x) = Y o.{x,y}f {x) [v (x) - V {y)] . 

On obtient alors, en remplaçant dans l'expression précédente : 
S = {x)v{x)Y^ a^^^y^v (y) [f (x) - / (y)] 

x£V y~x 

= ^Y1 ^i^'y}^ ^ - fi.x)f (?/)] 

xÇV y^x 

Comme a{x,y} = ci{y,x} , l'expression devient : 

{x,y}eE 
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D'où finalement : 

{fv,iH-X){fv)),,= Y. a{,,yyv{x)v{y)[fix)-fiy)f 

{x,y}eE 



□ 



Définition 6.1 Un graphe G est dit à valence bornée, s'il existe un entier N tel 
que pour tout x & V on ait : {y E V; y ^ x} < N . 

Définition 6.2 Soit a une fonction strictement positive sur les arêtes de G . On 
définit la distance pondérée par a sur G , qu 'on note ôa , par : 

ôa {x, y) = min L (7) 

où r^^y est l'ensemble de tous les chemins d'arêtes 7 : Xi = x,X2,---Xn = y , 
reliant x à y ; et L^j) = ^ —^^^^ la longueur du chemin d'arêtes 7 . 

l<i<n yJd'XiXij^x 

Théorème 6.1 Soit H = Ai^a + W un opérateur de Schrôdinger sur un graphe 
infini G à valence bornée et telle que sa métrique définie par la distance ôa est 
complète. On suppose qu'il existe un réel k telle que 

{Hg,g),,>k\\g\\f, 

pour tout g E Cq {V). Alors l'opérateur H , avec comme domaine Cq (F), est 
essentiellement auto- adjoint. 

Preuve. - 

Soit A < A; — 1 , on va montrer que si w G (1/) et vérifie l'équation 
Hv = Xv , alors v est identiquement nulle. 

On fixe R > et un sommet Xq qu'on prend comme origine. On 
note : 

BR = {xe V;ôa{xo,x) < R} 

la boule de centre xq et de rayon R pour la distance Sa- 
On considère la fonction / définie sur V par 

f (x) = mm{l,ôaix,V \Biî+i)) . 

On a ainsi : 

f \Br^1, f\V\ Br+, = 0, f {Br+1 \ Bn) Ç [0, 1] 
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Le support de / est inclus dans i?_R+i qui est fini du fait que la 
métrique associée à ôa est complète. 

Par l'hypothèse faite sur H et vu que fv est à support fini dans -Br+i , 
on obtient les minorations suivantes : 

{fv,{H-X){fv)),,>{k-X) J2 {fvf{x)>Y^v\x) 
D'autre part, en utilisant le lemme [6?T] . on obtient : 

xÇV yr^x 

en remarquant que a(^x,y} = ci{y,x} et que : 

V {x) v{y) (v^ (x) + v'^ {y)) . 

Comme chacune des restrictions de / à et à y \ Sr+i sont des 
fonctions constantes, alors l'inégalité précédente devient : 

{fv, {H - A) ifv)),, < ^ E E «{^.^}^' (^) [/ (^) - / (2^)]' 

xeBR+i\BR y^x 

xeBn+i\BR y~x 

La dernière inégalité est obtenue du fait que / est 1— Lipschitzienne 
puisque qu'elle est minimum de deux fonctions 1— Lipschitziennes. 
Etant donné que la distance Sa satisfait l'inégalité : 

Sa {x,y) < ^ 

\/^{x,y} 

si {x, y} est une arête, et que la valence de G est uniformément bornée 
par , on trouve : 

{fv,{H-X){fv)),,<^-N ^'(^) 

xGBii+i\Bji 

Ainsi, pour tout R > , on obtient : 

J2vHx)<{fv,{H-X){fv)\,<lN Yl ^'(^) 

xeBn xeBii+i\Bii 
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Et puisque v ^ P (V) , en faisant tendre iî — > oo , on obtient : 

lim > v"^ (x) = 

R^oo ^ ^ ' 

xeBa+i\BR 

et par suite ||t'||;^2 = . 

□ 

Théorème 6.2 Soit G un graphe infini à valence uniformément bornée et A^^c 
un Laplacien sur G. On suppose que la métrique associée à la distance ôa est 
complète, où a est la fonction donnée par 

^{^M = , , , , • 

UJxUJy 



Alors l'opérateur A^^c , o-vec domaine Co(V^), est essentiellement auto-adjoint. 
Preuve. - 

Par le lemme 12.11 l'opérateur ^ est unitairement équivalent à 
l'opérateur de Schrodinger H = Ai „ + VF , oii 

"'{x,y} 



et 



^2 



W ix) = — > ' c/^ ,A ( 1 - — 



Et on applique le théorème 16.11 à l'opérateur H qui vérifie les hy- 
pothèses, puisque A^^c est positif et qu'on a 

{Hg,g)i2 = (Aco,c-, -) 
\ u u / Il 

dans la preuve du théorème 15.11 . 

□ 

Remarque 6.1 Le théorème lg.il n'est pas un cas particulier du théorème \3.2 . 
En effet dans le théorème \6.1\ le potentiel W n'est pas nécessairement minoré. En 
effet, prenons par exemple G tel que F = N \ {0, 1} n ~ n + 1 pour tout n . 

Supposons que G est pondéré par Un = — : sur V et connecté par Cn = 1 

n logn 

sur E . La distance ôa est donnée par : 



ôa{no,n)= — ^ 



no 



<k<n V^kJTl 



17 



or 



y/ak,k+i \/k{k + 1) log k \og{k + 1) °° k\ogk 
donc 5a {nQ,n ) — y oo , et la métrique associée est complète. 

De plus, en posant H = ^la + W , nous avons : (H g, g), 2 = ( A^j c— , — ) > 0, 

\ ' u u/ii 

pour g G CoiV) . Alors que le potentiel W n'est pas minoré, puisqu' après calculs, 
nous obtenons : 



W (n) = 2n log n — n log n [{n + 1) log(?7, + 1) + (n — 1) log(n — 1)] ~ — log n 

00 

qui tend vers —00 . 

Remarque 6.2 Dans l'exemple de la remarque \6.1\ . le choix du poids en fonction 
de log est déterminant. En effet, en prenant des fonctions puissances, on ne peut 
pas avoir à la fois la métrique ôa complète et le potentiel W non minoré. Prenons 
par exemple G tel que V = N\ {0,1} et n n + 1 pour tout n . Supposons que 

G soit pondéré par le poids Un = — sur V et la conductance Cn = ^ sur E . 
La distance ôa est donnée par : 

Saino,n)= V 7— 7-^— -T • 
Et un simple calcul montre que 

Sa est complète si et seulement si a — - /3 < 1 . 

Pour ce qui est du potentiel, le calcul donne : 

Wn ~ -a(a - /3 - l)n2°-^-2 . 

Ainsi pour a — - (3 < 1 , Wn est constant ou bien tend vers , donc il est minoré. 

Remarque 6.3 La condition que la métrique Sa soit complète n'est pas une 
condition nécessaire pour que le Laplacien A^^c ou que l'opérateur de Schrôdinger 
Ai^a soit essentiellement auto-adjoint . En effet, soit G tel que F = N \ {0, 1} 
n ~ n + 1 pour tout n . Pour tout poids a sur V le laplacien Ai „ est essen- 
tiellement auto-adjoint par le théorème \3.1\ . Alors que la métrique ôa n'est pas 

nécessairement complète : par exemple lorsque a„ = — ^ ; pour e > . 

Dans l'article [C-To-Tr-1] on donnera des conditions de croissance du potentiel 
assurant qu'un opérateur de Schrôdinger est essentiellement auto-adjoint dans le 
cas des graphes métriquement non complets. 
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